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L dsungen zu Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1 (Kurzeste Wege)

Berechnen Sie fir das unten angegebene Netzwerk die ddestind die kirzesten Wege aller Knoten
vom Knotena.
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LOsung:

Iteration|la b ¢ d e f g h i1 j§ k 1 m|u du pu
1 o - - - - = - — — — — — —la 0 —
2 220 - - — — — — — — — —1b 12 a
3 20 — — 24 — — — — — — 20|c¢c 20 a
4 33 — 24 30 - — — — — 200m 20 b
5 33 — 24 30 — — 27 — 24 f 24 b
6 33 — 30 — — 27 — 24 1 24 m
7 33 — 29 — — 27 34 j 27 m
8 33 — 29 — 43 34 g 29 1
9 33 — 49 43 32 k 32 g
10 33 — 49 43 d 33 c
11 36 49 43 e 36 d
12 44 43 i 43 j
13 44 h 44 e

Gerust mit den kiirzesten Wegen:



Aufgabe 2 (Millabfuhr)

Der angegebene Graph modelliert ein StraRennetz, die Klaateertungen geben die StralRenlangen an.

Ermitteln Sie eine moglichst kurze Route fur die Mullabf in diesem Stralennetz. Anforderungen:

e Das Millauto muf im Depot starten und wieder zu diesemcidkehren.

e Jede StralRe mul® mindestens einmal durchfahren werden.

Machen Sie die Herleitung Ihrer Route deutlich.

Losung:



Der theoretische Idealfall wiirde vorliegen, wenn das(&nmetz einen eulerschen Graphen bildet. Dann
ware ein Eulerkreis die optimale Ldsung.

Der gegebene Graph ist aber nicht eulersch, denn er entiréiltKnoten ¢ undh) mit ungeradem Grad.
Zu einer optimalen Losung kommen wir, indem wir zwischeasén Knoten eine zusatzliche Kante
einfugen. Diese Kante muf3 dabei dem kiirzesten Wegyvwwerchh entsprechen.

Mit dem Algorithmus von Dijkstra konnen wir den kirzestéfeg vong nachh berechnen. Dies ist
(g,k,j,1, h) mit der Lange 12.

Wir berechnen nun fiir den Graphen, der zusatzlich die &@anth} enthalt, einen Eulerkreis (z.B. mit
dem Algorithmus von Hierholzer). Wir erhalten:

(a?b?d?h?i’)j’k,g)c)b)e)f’ g?h) e?i)k)f)c? a)

Fur die Kante(g, h) setzen wir den zuvor ermittelten kiirzesten Weg ein unditerihaomit als optimale
Route:
(a)b? d?h)i?j)k) g) C)b) e) f) g)k?j?i) h? e)i)k) f) C) a)

Aufgabe 3 (Textfaktorisierung)

Die Nachrichtbabbbaabba soll mit dem folgenden Codebuch codiert werden:

Text | Code| Lange
a 00 2
b 010 3
ba | 0110 4
bb | 0111 4
abb | 1 1

Beispiel fur eine mogliche Codierung der Nachricht:

ba bb ba a bb a
0110 0111 0110 OO0 0111 OO0

Die Gesamtlange dieser Codierung ist 20.

Finden Sie eine Codierung mit minimaler Gesamtlangeaueln Sie hierzu kurz, wie Sie dieses Pro-
blem mit Hilfe der Graphentheorie [6sen kdnnen und berenlSie eine Losung.

Losung:

Seitext = babbbaabba = c¢y...cj9. Wir definieren einen gerichteten azyklischen Graplen-
(VVA)mit V ={0,...10fundA = {(i,j)lci41 ...c; istim Codebuch

Die Langew(e) einer gerichteten Kante € A ergibt sich durch die Lange der zugehorigen Codierung
im Codebuch.




Jeder Weg von 0 nach 10 legt eine Codierung fest. Somitteniéh eine Codierung mit minimaler
Gesamtlange durch einen kirzesten Weg von 0 nach 10.1kase mit dem Algorithmus von Dijkstra
oder durch die Rekursionformel gemal Satz 3.6 bestimndever

Fur die Rekursionsformel erhalten wir:

v | d(v) | best(v) | Text

0| O - -

1| 3 0 b

2| 4 0 ba

3| 7 2 b

4| 4 1 abb

5 7 4 b

6| 8 4 ba

7| 10 6 a

8| 13 7 b

91 9 6 abb
10| 11 9 a

Damit ist Ot:)LO alib glalo abi) aOO eine Codierung mit minimaler Gesamtlange 11.

Veranschaulichung des kirzesten Weges:

Aufgabe 4 (Einkaufsplanung)

Wir betrachten einen Handler, der tbePerioden ein Produkt zu einem variablen Preis einkauft und z
einem festen Preis verkauft. Der Handler hat eine beskted agerkapazitat, wobei das Lagern Kosten
pro Mengeneinheit verursacht. Es soll ein moglichst §gaes Einkaufsplan erstellt werden.

e p; sei der Einkaufspreis fur das Produkt in Periode 0,...,n

e d; seidie Nachfrage in Periode=1,...,n

¢ x; gebe die Mengeneinheiten an, die in Peribde0, ..., n zum Preig; eingekauft werden.

e b; sei der Lagerbestand zu Beginn von Peribde0, ..., n. Es gelteby = 0. und
big=bi—di+xfuri=1,....n

Der Bestand darf nie negativ werden, d.h. es (i3 > O fur allei = 1,...,n + 1 gelten.
Weiterhin ist die Lagerkapazitat beschrankt ailengeneinheiten, d.b.(i) < Lfuri=1,...,n.

e Pro Mengeneinheit falleh Geldeinheiten Lagerhaltungskosten an, d.h. die Lagemgdkosten
in Periodet sindh - b(1).



e Man bestimme die GrolReq furi =0, ...,n, so dal3 die Gesamtkosten

n+1

n
Zpi'xi+zh'bi
i=0 i=1

minimal sind unter der Nebenbedingung, daf3 die Bestaraleayativ werden und die Lagerkapa-
zitat nicht Gberschritten wird (siehe oben).

Zeigen Sie, wie Sie dieses Problem in ein Kiirzestes-Wegbléh Uberfiihren kdnnen und losen Sie es
fur die folgenden Daten.

h=1,L=5
1\0\1\2\3\4\5
di) | - 1] 4 ]3] 5

p(i)‘5‘6‘4‘10‘9‘12

Hinweis: Reprasentieren Sie eine Kombination aus Periode und hagemnd als Knoten.
LOsung:

Wie im Hinweis beschrieben stellt eine Kombination aus ¢tkeriund Lagerbestand einen Knoten dar.
Ein Knoten ist also ein Tupél, b), wobeii die Periode bezeichnet ubdden Lagerbestand. In Periode
0 beginnen wir mit einem leeren Lagerbestand. Eine optimaseing wird stets dafir sorgen, dal3 nach
der letzten Periode das Lager wieder leer ist. Daher:

VvV ={(0,0)U{(i,b)ie{l,...,5,be{0,...,5U{(6,0)}

Ein Knoten beschreibt somit einen Zustand, namlich digpégiode in Verbindung mit dem Lagerbe-
stand. Von Periodénach Periodé + 1 kdbnnen wir nun den Lagerbestand andern. Wenn wir in Period
i genaud(i) Mengeneinheiten einkaufen, dann bleibt der Lagerbestamdrandert, kaufen wir mehr
als d(i), dann steigt der Lagerbestand, kaufen wir wenigerdél$, dann sinkt der Lagerbestand. Wir
legen also eine Kanten zwischen zwei Knotgrb;) und(i+1, bi 1), wenn solch ein Zustandsiibergang
moglich ist. Das Gewicht dieser Kante ist- (bi 1 — by + di) + h- byyg.

Beispiel: Wenn in Periode 1 der Lagerbestand 2 vorliegtsseil wir 3 Mengeneinheiten einkaufen um
in Periode 2 einen Lagerbestand von 3 zu haben. Da der Rire@rnE Mengeneinheit in Periode 1 6
Geldeinheiten betragt, sind damit Kosten von 18 Gelddieheserbunden. Hinzu kommen die Kosten
der Lagerung vor - by 1 der folgenden Periode.

Ein kirzester Weg von Knotef®, 0) nach(6,0) beschreibt dann eine optimale Einkaufsplanung. Die
Berechnung dieses kiirzesten Weges ist eine Aufgabe vayeBahblatt 5.

Die folgenden Tabellen stellen die Berechung dar.

Zustand| Kosten| opt. Vorganger Zustand Kosten| opt. Vorganger
(1,0 0 (0,0) (2,0) 0+12+0=12 (1,0)
(1,2) 5+1=6 (0,0) (2,2) 6+12+1=19 (1,2)
(1,2) | 10+2=12 (0,0) (2,2) | 12+12+2=26 1,2)
(1,3) | 15+3=18 (0,0) (2,3) | 18+12+3=33 1,3)
(1,4) | 20+4=24 (0,0) (2,4) | 24+12+4=40 (1,4)
(1,5) | 25+5=30 (0,0) (2,5) | 30+12+5=47 1,5)
Zustand Kosten | opt. Vorganger Zustand Kosten | opt. Vorganger
(3,0) 12+4+0=16 (2,0) (4,0) 36+0+0=36 (3,4)
(3,2) 12+8+1=21 (2,0) (4,2) 41+0+1=42 (3,5
(3,2) | 12+12+2=26 (2,0) (4,2) | 41+10+2=53 (3,5)
(3,3) | 12+16+3=31 (2,0) (4,3) | 41+20+3=64 (3,5)
(3,4) | 12+20+4=36 (2,0) (4,4) | 41+30+4=75 (3,5
(3,5 | 12+24+5=41 (2,0) (4,5) | 41+40+5=86 (3,5)




Zustand Kosten | opt. Vorganger
(5,0) 42+18+0=60 (4,2)
(5,2) 42+27+1=70 (4,2)
(5,2) 42+36+2=80 (4,2)
(5,3) 42+45+3=90 (4,2)
(5,4) | 42+54+4=100 (4,2)
(5,5) | 42+63+5=110 (4,2)

Fur den Zustand (6,0) ist dann (5,5) der optimale VorgangieKosten 110+0+0. Somit ist die folgende
Einkaufspolitik optimal:

| |0]
Xi‘o

Aufgabe 5 (Scheduling)

Gegeben sei eine Mengeron Jobs sowie Menge®\(j) fur j € ], die angeben, welche Jobs beendet sein
missen, bevorbegonnen werden kann.
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Die Bearbeitung eines Jobs benotigt eine Zeiteinheierdéob bendtigt zur Bearbeitung eine Maschine.
Es stehen beliebig viele Maschinen zur Verfugung, so daB garallel ausgefiihrt werden kdnnen.

Wieviele Zeiteinheiten benotigt man mindestens, um dies Jmorrekt auszufilhren? Geben Sie auch an,
wieviele Maschinen man fur eine moglichst schnelle Aiasfing mindestes benotigt.

Was andert sich an der Berechnung, wenn die @R, T und U statt einer nun zwei Zeiteinheiten
bendtigen?

LOsung:

Das Problem entspricht der Projektplanung. Wir kdnnerAdlieangigkeiten der Jobs in einem Netzplan
darstellen:
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Man beachte, daf} die gestrichelten Kanten sogenannte Duvorggnge darstellen, die die Dauer 0
haben. Damit hat der langste Weg (kritischer Pfad) in diebketzplan die Lange 5. Wir brauchen also
funf Zeiteinheiten zur Ausfiihrung der Jobs.



Man sieht der Darstellung weiterhin an, daf? hdchstens dole$ parallel ausgefiihrt werden kdnnen.
Demnach brauchen wir zwei Maschinen, um die Jobs innerhadbfimf Zeiteinheiten ausfihren zu
kdnnen. Zusatzliche Maschinen beschleunigen die Ausfig nicht!

Die folgende Grafik zeigt eine optimale Ausfiihrung als s@gmtesGantt-Diagramm, wie es haufig in
der Produktionsplanung verwendet wird. Das Diagramm gibtveann welcher Job auf welcher Maschi-
ne ausgefuhrt wird.

Maschine 2

Maschine 1

0 1 2 3 4 5 Zeijt
Wenn die Job€), R, T und U eine Dauer von zwei Zeiteinheiten haben, hat ein kritis€tfad die Lange

8 (z.B.(X,P,R, T, U)). Das folgende Gantt-Diagramm veranschaulicht eine @d&musfiihrung.

Maschine 2

Maschine 1

0 6 7 8  Zeit



